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Izvle£ek
Povr²ine so eden od osrednjih in klju£nih kontrolnih mehanizmov pri izdelavi, sta-
bilizaciji in na£rtovanju novih mehkih materialov. Nematske kompleksne teko£ine
s povr²inami praviloma interagirajo preko mehanizma t.i. povr²inskega sidranja
(angl. surface anchoring), ki vsili urejanje gradnikov nematske teko£ine. Osre-
dnja naloga magisterija je bila postavitev osnovnega fenomenolo²kega pristopa za
opis povr²inskega sidranja na nematsko-nematski povr²ini. Konstruirali in preiz-
kusili smo razli£ne funkcionale povr²inske proste energije, v katerih so nastopale
prostostne stopnje tako ene kot druge anizotropne faze. Kot ureditvene parametre
nematskih sistemov smo uporabili vektorski pristop z direktorjem. Konstruirane
funkcionale smo nato vgradil v numeri£en simulacijski paket za izra£un nematskih
polj in obna²anje funkcionalov preizkusil v preprostih geometrijah, kot so homeo-
tropna, planarna in hibridna nematska celica. Opisana vsebina je danes novost na
svetovnem nivoju, saj nematsko-nematskih sistemov eksperimentalno skoraj ni; so
pa pravkar v postopku sinteze. Splo²neje je magistrsko delo prispevek k razvoju
novih mehkih materialov z moºno bodo£o uporabo v fotoniki, kompleksni optiki, ali
kot mehanizem, ki se lahko pojavlja v biolo²kih aktivnih nematskih materialih.
Klju£ne besede: nematski teko£i kristali, povr²insko sidranje, fenomenologija, nu-
meri£no modeliranje, disperzije
PACS: 61.30.-v, 61.30.Dk, 61.30.Hn

Abstract
Surfaces are one of the main controlling mechanisms for the development, stabi-
lisation and design of novel soft materials. In nematic complex ﬂuids, the main
interaction between the ﬂuid and the surfaces is via the surface anchoring, which
imposes the orientational ordering of the nematic. In this MSc thesis, the main
goal was to establish a basic phenomenological approach for the characterisation
of surface anchoring at the nematic-nematic interface. Various surface free energy
functionals were constructed and tested, considering the degrees of freedom of both
anisotropic phases. Vectorlike nematic director ﬁeld was taken as the order para-
meter of the system. The constructed free energy functionals were then embedded
into a numerical simulation package for the calculation of the nematic ﬁeld and
then explored in selected nematic geometries of homeotropic, planar and hybrid ne-
matic cell. The explored content is today an exciting novel topic as experimentally
nematic-nematic dispersion are practically non-existent; however, they are just star-
ting to emerge. More generally, this work is a contribution towards the development
of novel soft materials for possible future use in photonics, complex optics, or as a
relevant mechanism in biological active nematic materials.
Keywords: nematic liquid crystals, surface anchoring, phenomenology, numerical
modelling, dispersions
PACS: 61.30.-v, 61.30.Dk, 61.30.Hn
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Poglavje 1
Uvod
Teko£e kristale pogosto sre£amo v vsakdanjem ºivljenju. Najbolj znan primer upo-
rabe je v teko£ekristalnih zaslonih, ki izkori²£ajo opti£no dvolomnost teko£ih kri-
stalov in njihov odziv na zunanja polja. Veliko pozornosti je teko£im kristalom
namenjene tudi v temeljni znanosti. Nedavne teme raziskav so na primer svetlobni
nadzor nad topolo²kim nabojem v nematskih teko£ih kristalih [1], topolo²ki defekti,
ki jih v nematskem teko£em kristalu povzro£ijo koloidni delci [2], preu£evanje op-
ti£nih lastnosti disprerzij kovinskih nanodelcev v nematiku [3] in ²tudija gibanja
pali£astih bakterij v teko£ih kristalih [4].
Teko£i kristali so faza snovi, ki imajo lastnosti tako teko£in kot tudi kristalov.
Pri dolo£eni temperaturi ali koncentraciji se gradniki teko£ih kristalov samodejno
uredijo in dobijo orientacijski, lahko pa tudi pozicijski red (slika 1.1). Pri visokih
temperaturah bodo gradniki tvorili izotropno teko£ino. e je prisoten samo orienta-
cijski red dolgega dosega, ne pa tudi pozicijski, fazo imenujemo nematska faza. e
so gradniki kiralni, ali pa se doda kiralne dopante, se teko£i kristal uredi v obliki
vija£nice, fazo pa imenujemo kiralna nematska faza. Pri smekti£nih fazah se mo-
lekule pozicijsko urejajo v plasti. Molekule, ki sestavljajo teko£i kristal so tipi£no
Slika 1.1: Shematski prikaz razli£nih faz teko£ih kristalov: (a) izotropna faza, (b)
nematska faza, (c) kiralna nematska faza, (d) smekti£ni fazi [5].
podolgovate ali diskaste oblike. Znanih je veliko vrst molekul, ki lahko tvorijo eno
ali ve£ teko£ekristalnih mezofaz.
V prakti£nih okoli²£inah so teko£i kristali omejeni, s povr²inami, kot so na primer
plasti, cevke, £ase ali podobno, torej so v stiku z drugo snovjo. Povr²ina na meji s
teko£im kristalom tako lahko vpliva na njihovo obna²anje. Interakcija med povr²ino
in teko£im kristalom, ki jo imenujemo povr²insko sidranje (angl. surface anchoring),
vsili urejanje teko£ega kristala na povr²ini [6]. Povr²ina tako lahko vsili npr. ureditev
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molekul pravokotno, po²evno ali vzporedno s povr²ino. Nastala deformacija pa se
preko interakcije med molekulami teko£ega kristala prenese na celoten vzorec.
V praksi je bilo uporabljenih mnogo metod, s katerimi so vsilili preferen£no smer
na trdno povr²ino [7]. Povr²insko sidranje dobimo tudi na povr²ini med nematikom
in izotropno teko£ino [8]. Nova tema, ki se danes odpira je razumevanje povr²inskega
sidranja med nematikom in sosednjim medijem, ki je prav tako nematik. Glavna
naloga tega magistrskega dela je razviti fenomenolo²ki opis te interakcije.
Razvitih je bilo ºe veliko fenomenolo²kih formulacij povr²inskega sidranja, kot je
na primer RapiniPapoularjev model [9]. Za izra£un prispevkov k povr²inski prosti
energiji je bila uporabljena tudi teorija gostotnega funkcionala [10]. Znan je opis
degeneriranega planarnega sidranja [11], kot tudi anizotropnih efektov sidranja [12].
Magistrsko delo je organizirano na naslednji na£in: v drugem poglavju predsta-
vimo teoreti£no ozadje, ki je potrebno za opis obna²anja teko£ega kristala. Nato
v tretjem poglavju predstavimo numeri£no metodo, s pomo£jo katere bomo iskal
ravnovesno stanje na²ega sistema. Rezultati so prikazani v Poglavju 4. Zaklju£ek in
diskusija sta v Poglavju 5.
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Teoreti£no ozadje
V tem poglavju prestavimo osnove fenomenolo²kega opisa teko£ih kristalov, ki je
uporaben na mikroskopskih velikostnih skalah. Posebej se osredoto£imo na opis reda,
nematsko elasti£nost in opis interakcije s povr²inami - t.j. povr²inskega sidranja.
2.1 Parameter reda
Nematska faza ima niºjo simetrijo kot izotropna faza. Pravimo, da je nematska faza
bolj urejena. Za kvantitativni opis potrebujemo parameter reda, ki je neni£elen v
nematski fazi in zaradi simetrijskih razlogov enak ni£ v izotropni fazi.
Intuitivno si lahko direktor n(r) predstavljamo kot rezultat povpre£enja po oseh
a posameznih molekul [6]. Smeri +a in −a sta pri nematiku ekvivalentni. Pov-
pre£imo po volumnu, ki je velik v primerjavi z dimenzijo molekul, ampak zadosti
majhen v primerjavi s tipi£nimi dolºinami deformacij, da dobimo zvezno funkcijo
n(r).
Intuitivna slika nam je lahko v pomo£, vendar pa os a nima nujno enoli£ne
deﬁnicije. Poleg tega centralna simetrija nematske faze zahteva, da parameter reda
skonstruiramo iz koli£in, ki so sode v a. Pravilen parameter reda je tako deﬁniran kot
brezsledni simetri£ni tenzor drugega ranga Qij. Glavna lastna vrednost tega tenzorja
ima smer direktorja n (v enoosni nematski fazi ima Qij cilindri£no simetrijo). Pojem
direktorja je smiseln tudi v drugih fazah teko£ih kristalov.
Direktor n ne vsebuje informacije o stopnji orientacijskega reda. Izberimo si
os z vzdolº n in deﬁniramo orientacijo s polarnim kotom θ in azimutalnim kotom
φ. Naj bo f(θ, φ) dΩ verjetnost, da najdemo os molekule a v prostorskem kotu
dΩ = sin θ dθ dφ v smeri (θ, φ). Ker sta smeri +a in −a ekvivalentni, velja f(θ, φ) =
f(θ − pi, φ). Zaradi cilindir£ne simetrije je f(θ, φ) neodvisna od φ. Verjetnostna
porazdelitev mora biti seveda normirana:
"
f(θ, φ) dΩ = 2pi
ˆ pi
0
f(θ) sin θ dθ = 1. (2.1)
Zdaj ºelimo urejenost opisati z numeri£nim parametrom. Ker ni povpre£nega
dipola, se moramo zate£i k vi²jim multipolom. Prvi multipol, ki nam da netrivialen
rezultat, je kvadrupol [13]:
S =
1
2
〈3 cos2 θ − 1〉 = 2pi
ˆ pi
0
P2(cos θ)f(θ) sin θ dθ, (2.2)
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kjer je P2(cos θ) = 12(3 cos
2 θ − 1) drugi Legendrov polinom, 〈. . .〉 pa predstavlja
ansambelsko povpre£je. V izotropni fazi so vse smeri enako verjetne, zato dobimo
S = 0. V najbolj urejenem stanju, ko so vse molekule vzporedne direktorju, je
S = 1. e so vse molekule pravokotne na direktor, dobimo S = −1/2, torej S lahko
zavzame vrednosti med -1/2 in 1. Tipi£na odvisnost S od temperature je prikazana
na sliki 2.1. S lahko merimo neposredno z jedrsko magnetno resonanco. Druge
metode za merjenje S pa izkoristijo dejstvo, da obstaja povezava med parametrom
reda in makroskopskimi lastnostmi nematske faze.
Slika 2.1: Obna²anje skalarnega parametra reda pri prehodu prvega reda iz nematske
v izotropno fazo. Slika je povzeta iz [6].
Makroskopski lastnosti, kot sta elektri£na in magnetna susceptibilnost nematske
faze sta odvisni tako od direktorja n kot tudi od parametra reda S. Zunanje ma-
gnetno polje B povzro£i magnetizacijo teko£ega kristala. Pri ²ibkih poljih je zveza
linearna:
Mi = µ
−1
0 χijBj, (2.3)
kjer je i, j = x, y, z, χij pa so komponente simetri£nega (χij = χji) tenzorja magne-
tne susceptibilnosti χ. Zaradi cilindri£ne simetrije enoosnega nematika sta dve lastni
vrednosti χ degenerirani. V sistemu lastnih vektorjev vzdolº n in dveh poljubnih
smeri pravokotno na n zapi²emo:
χ =

χ⊥ 0 0
0 χ⊥ 0
0 0 χ‖
 . (2.4)
V poljubnem koordinatnem sistemu je χij = χ⊥δij+χaninj, kjer je χa = χ‖−χ⊥ ani-
zotropija magnetne susceptibilnosti. V obi£ajnih nematikih, kot sta 5CB in MBBA,
sta χ‖ in χ⊥ manj²a od 0: snovi sta diamagnetni [6]. Anizotropne makroskopske
lastnosti lahko zdruºimo v tenzor ureditvenega parametra, ki ga uvedemo kot
Qij = s(T )(ninj − 1
3
δij). (2.5)
kjer je S(T ) stopnja reda, direktor pa nastopa kot produkt, kar zadosti nematski n
→ -n simetriji. Tenzor Qij je po deﬁniciji simetri£en in brezsleden. Njegova najve£ja
lastna vrednost je stopnja reda S, ki ji pripada lastni vektor, ki predstavlja direktor
n.
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2.2 Fazni prehod
Za opis obna²anja ureditvenega parametra teko£ih kristalov pri faznem prehodu
lahko uporabimo Landauovo fenomenolo²ko teorijo. Ima tri klju£ne korake: (1)
poi²£emo ustrezen parameter reda; (2) razvijemo prosto energijo v okolici faznega
prehoda po parametru reda; in (3) poi²£emo minimum proste energije pri vsaki
temperaturi, tlaku itd. kot funkcije parametra reda.
S pomo£jo invariant tenzorja Qij lahko opi²emo prehod iz nematske v izotropno
fazo. Takole je de Gennes zapisal Landauov razvoj gostote Gibbsove proste energije
v okolici prehoda [6]:
g(T ) = g0+
1
2
a(T−T ∗)QijQji−1
3
B(T )QijQjkQki+
1
4
C(T )QijQijQklQkl+· · · , (2.6)
kjer je g0 gostota proste energije izotropne faze. Upo²tevamo se²tevanje po ponovlje-
nih indeksih. Prosto energijo G dobimo z integracijo G =
´
g dV . Pri prehodih iz
nematske v izotropno fazo pogosto ne razlikujemo med Gibbsovo G in Helmholtzovo
F prosto energijo. Spomnimo se, da ima pri konstantni temperaturi T in tlaku p
sistem v ravnovesnem stanju minimum G. e pa sta konstantna T in volumen V ,
potem ima minimum F = G− pV . Eksperimenti se obi£ajno izvedejo pri konstan-
tnih p in T , medtem ko je ra£unalni²ko modeliranje laºje pri konstantnih V in T .
e so spremembe gostote (volumna) eksperimentalnega sistema majhne, potem so
majhne tudi razlike teoreti£nih izra£unov, ki slonijo na minimizaciji G ali F . Prehod
iz nematske v izotropno fazo spada v to kategorijo, saj se pri prehodu gostota pri
atmosferskem tlaku spremeni le za pribliºno 0.3%. Tako lahko g obravnavamo kot
gostoto G ali F .
Koeﬁcienti a,B in C so nematski materialni parametri in T ∗ je najniºja moºna
temperatura podhlajene izotropne faze. Model poenostavimo tako, da predposta-
vimo, da so a,B in C temperaturno neodvisne. Ko v 2.6 vstavimo 2.5 in poi²£emo
minimum, dobimo:
Siso = 0 T > Tc, (2.7)
Snem =
B
4C
[
1 +
√
1 +
24a(T − T ∗)C
B2
]
T < Tc, (2.8)
kjer je Snem stopnja reda v nedeformirani nematski fazi. Temperatura prehoda je
Tc = T
∗ +
B2
27aC
.
2.3 Elasti£na energija
V idealnem nematiku ima direktor povsod isto smer. V prakti£nih okoli²£inah pa na
vzorce delujejo stene posode ter zunanja elektri£na in magnetna polja. Posledi£no
se pojavijo deformacije ureditve.
Predpostavili bomo, da se direktor znatno spremeni na razdaljah l, ki so mnogo
ve£je od dimenzije molekul a. Tako lahko teko£i kristal obravnavamo kot zvezen
medij in zanemarimo strukturo na molekularni skali. Stanje nematika bomo opisali
z vektorskim poljem direktorja n(r). Naj bo f gostota proste energije, ki je posledica
deformacije direktorja. Enaka bo ni£, £e bo gradient direktorja enak ni£. Razvili jo
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bomo v poten£no vrsto ∂inj. Ker so gradienti majhni, bomo prosto energijo razvili
do kvadratnih £lenov. Gostota proste energije v nematiku mora biti invariantna na
simetrijske operacije, ki ohranjajo lokalno orientacijo n:
1. Invariantnost na operacijo n → -n.
2. Centralna inverzija okoli katerekoli to£ke.
3. Invariantnost na rotacije okoli n.
Edini skalarni invarianti, linearni v ∂inj in invariantni na rotacije sta ∇ · n = ∂ini
in n · (∇×n) = εijk∂jnkni, kjer je εijk LeviCivitajev tenzor. Ker je ∇·n liha v n,
v izrazu za prosto energijo ne bo nastopala. Dovoljena pa je kvadrati£na skalarna
invarianta (∇ · n)2. Prav tako je dovoljena tudi (∇× n)2.
Uporabimo identiteto (∇×n)2 = (n · (∇×n))2 + (n× (∇×n))2 in tako lahko
zapi²emo prosto energijo nematika s prvimi odvodi kot
fFO =
1
2
K1(∇ · n)2 + 1
2
K2(n · (∇× n))2 + 1
2
K3(n× (∇× n))2. (2.9)
Ena£ba 2.9 je fundamentalna formula za opis nematika s kontinuumsko teorijo.
Imenujemo jo FrankOseenova gostota proste energije, ki ima Frankove elasti£ne
konstante K1, K2 in K3. Vse tri konstante so v standardnih nematikih pozitivne.
Povezujemo jih s tremi tipi deformacij, ki so prikazani na sliki 2.2: K1 s pahlja£no
deformacijo,K2 z zvojno inK3 z upogibno. Pri sobni temperaturi je njihov velikostni
red 5·10−12 N. Ena£bo 2.9 lahko zapi²emo v enokonstantni aproksimaciji, torej pred-
postavimo, da so vse tri elasti£ne konstante med sabo enake: K1 = K2 = K3 = K.
Poenostavljena gostota proste energije dobi obliko:
f =
1
2
K((∇ · n)2 + (∇× n)2). (2.10)
To nam olaj²a ra£unanje, ²e vedno pa dobimo kvalitativen vpogled v elasti£nost
nematika.
Slika 2.2: Deformacijski na£ini. Slika je povzeta iz [14].
2.4 Povr²insko sidranje
Molekulske interakcije se na povr²ini razlikujejo od tistih v notranjosti vzorca. Inte-
rakcijam med okoli²kim medijem in teko£im kristalom pravimo povr²insko sidranje.
Izvirajo iz dejstva, da je povr²inska napetost odvisna od orientacije direktorja. Ko
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je teko£i kristal omejen z odrgnjenim polimernim ﬁlmom, so pomemben faktor tudi
van der Waalsove interakcije med molekulami teko£ega kristala in polimera.
Orientacijo direktorja na povr²ini opi²emo s polarnim kotom θ in azimutalnim
kotom ϕ. Smer, ki jo vsiljuje povr²ina, pa ozna£imo z (θ0, ϕ0). Tako lahko splo²no
povr²insko napetost σ(θ, ϕ) predstavimo kot vsoto povr²inske napetosti σ(θ0, ϕ0)
v ravnovesni orientaciji in v splo²nem neznane funkcije sidranja fsurf (θ, ϕ), ki je
odvisna lastnosti molekulskih interakcij na povr²ini:
σ(θ, ϕ) = σ0(θ0, ϕ0) + fsurf (θ − θ0, ϕ− ϕ0). (2.11)
e je sidranje mo£no, povr²ina vedno vsili smer direktorju. V tem primeru namesto
minimizacije proste energije notranjosti in povr²ine vzorca lahko minimiziramo zgolj
prosto energijo notranjosti pri ﬁksnih robnih pogojih za n.
Pri ²ibkem sidranju pa moramo poznati potencial sidranja. Pogosto mu predpi-
²emo speciﬁ£no obliko, na primer [9]:
fsurf = −1
2
W0(n0 · n)2, (2.12)
kjer n0 kaºe v preferen£ni smeri. Tej obliki pravimo RapiniPapoularjev potencial
sidranja. Pomanjkljivost 2.12 je, da ne razlikuje med polarnim in azimutalnim
sidranjem. Tipi£ne vrednosti W0 so med 10−3 J/m2 in 10−7 J/m2. V nekaterih
primer je bolj priro£no uporabljati brezsledni simetri£ni tenzor wij(r) [15]:
fsurf = −1
2
∑
i,j
wijninj. (2.13)
Lo£imo tri polarne orientacije na povr²ini: (1) pravokotno, θ0 = 0; pravokotno
sidranje se imenuje tudi homeotropno; stoº£asto 0 < θ0 < pi/2; in (3) tangencialno
oziroma planarno, θ0 = pi/2.
Za potencial 2.12 velja, da je parameter reda S na povr²ini enak kot v notranjosti.
eleli bi splo²nej²o obliko, ki bi upo²tevala tako variacije v n kot v S. Povr²ina naj
nematiku vsiljuje tenzorsko ureditev Q0ij. Najpreprostej²i kvadrati£en potencial te
sorte ima obliko [9]:
fsurf =
1
2
W0(Qij −Q0ij)(Qij −Q0ij). (2.14)
kjer tenzor Q0ij opisuje smer in red, ki jo vsiljuje povr²ina, konstanta W0 pa ja-
kost povr²inskega sidranja. Tak opis s tenzorjem ureditvenega parametra je ²iroko
uporaben saj omogo£a tudi opis topolo²kih defektov - singularnosti v nematskem
direktorju - in se uporablja tako v teoreti£nih pristopih kot tudi numeri£nem mode-
liranju.
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Poglavje 3
Metode
V tem poglavju opi²emo osnovne metode, ki jih uporabimo za izra£un nematskih
polj, torej ravnovesnega orientacijskega urejanja nematika. Osrednji postopek je
minimizacija proste energije, ki se lahko izvede analiti£no, zaradi zahtevnosti pa
praviloma z numeri£nimi metodami.
3.1 Minimizacija proste energije
Ravnovesno stanje direktorja dolo£amo z uporabo variacijskega ra£una. Minimum
proste energije ustreza ravnovesnemu stanju. Naj bo F =
´
V
f dV prosta energija
nematika v volumnu V , gostota proste energije f pa naj bo odvisna od prostorsko
odvisnega skalarnega parametera s(r) (kot je na primer ena komponenta direktorja)
in njegovega gradienta f = f(s,∇s) [16]. Prosto energijo torej zapi²emo kot:
F =
ˆ
f(s,∇s) dV. (3.1)
Recimo, da s = s0 ustreza ravnovesnemu stanju. Ko temu stanju dodamo pertur-
bacijo δs, dobimo s = s0 + δs, ki ima ve£jo prosto energijo F ′. Zapi²emo variacijo
proste energije δF = F ′ − F in zahtevamo, da je enaka ni£ za poljuben δs:
δF =
ˆ
∂f
∂s
δs dV +
ˆ
∂f
∂∇s∇δs dV =
=
ˆ
∂f
∂s
δs dV +
ˆ
∇ ·
(
∂f
∂∇sδs
)
dV −
ˆ
∇
(
∂f
∂∇s
)
δs dV = 0. (3.2)
Iz prvega in tretjega £lena ena£be 3.2 dobimo EulerLagrangeve (EL) ena£be za
material, ki ni v stiku s povr²ino. Drugi £len pa z uporabo Gaussovega teorema
pretvorimo v povr²inski £len, iz katerega dobimo EL ena£bo za povr²ino. Zapi²imo
EL ena£bi nematika:
∂f
∂s
−∇
(
∂f
∂∇s
)
= 0, (3.3)
∂f
∂∇s · ν = 0 (na povr²ini). (3.4)
ν predstavlja normalo na povr²ino. Dobljeni rezultat minimizacije je splo²en, skalar
s(r) tako lahko predstavlja katerokoli komponento Qij ali n.
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Glavni del tega magistrskega dela pa je obravnava povr²inske interakcije nema-
tika. Celotna prosta energija, ki jo ima nematik, je vsota elasti£ne energije celotnega
volumna vzorca (kot je npr. v ena£bi 2.10) in povr²inskega potenciala Fsurf :
F =
ˆ
f dV +
ˆ
fsurf dS. (3.5)
Ko uporabimo Lagrangeev formalizem na celotni prosti energiji, dobimo ena£bo 3.3
za volumen in naslednjo ena£bo za povr²ino:
∂f
∂∇s · ν +
∂fsurf
∂s
= 0. (3.6)
Minimum proste energije torej dobimo z re²evanjem ena£b 3.3 in 3.6 za vsako
komponento direktorja. Ker jih pogosto ni mo£ re²iti analiti£no, se posluºimo nu-
meri£nih metod.
3.2 Relaksacija proste energije
Eden izmed moºnih numeri£nih algoritmov za minimizacijo proste energije teko£ih
kristalov je relaksacijska metoda kon£nih diferenc. Problem sodi v numeri£no re²eva-
nje parcialnih diferencialnih ena£b pri danih robnih pogojih. Zvezno polje direktorja
n ali Qij diskretiziramo in na mreºi i²£emo re²itve EL ena£b.
Recimo, da imamo funkcijo ene spremenljivke g(x) na intervalu [a, b], ki bi ga
radi razdelili na N delov. Intervalu lahko priredimo ekvidistantno mreºo v to£kah
a = x0, x1, . . . , xn = b, kjer je xj = a + j∆x in ∆x = (b − a)/N . Sedaj lahko
diskretiziramo tudi odvode funkcije g. Zapi²imo prvi in drugi odvod s kon£nimi
diferencami:
g′(xj) =
g(xj+1)− g(xj)
∆x
(3.7)
g′′(xj) =
g(xj+1)− 2g(xj) + g(xj−1)
∆x2
(3.8)
Pri prvem odvodu bi lahko uporabili tudi vrednosti funkcije pri xj in xj−1, drugi
odvod pa je simetriziran.
Relaksacijska metoda sloni na iteraciji, pri kateri diskretizirane spremenljivke
konvergirajo k stabilni re²itvi. Iteracijska metoda je lahko implicitna ali eksplicitna.
Implicitne metode so sicer tipi£no numeri£no stabilnej²e, a zahtevajo dodatne korake
pri ra£unanju.
Oglejmo si relaksacijsko metodo na primeru, kjer ra£unamo z direktorjem:. Ko
v EL ena£bo 3.3 vstavimo enokonstantno nematsko prosto energijo 2.10, dobimo:
hbulki ≡ K
∑
j
∂2ni
∂x2j
= 0. (3.9)
Ena£ba mora biti izpolnjena v vsaki to£ki vzorca, za vse tri komponente n. Vektor
h se imenuje molekulsko polje. Na povr²ini pa velja:
hsurfi ≡ K
∂ni
∂xj
· νj + ∂fsurf
∂ni
= 0. (3.10)
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Sedaj naj ni dobi poleg krajevne odvisnosti ²e navidezno £asovno: ni = ni(r, t).
Ena£bi molekulskih polj sledita difuzijski dinamiki, zato sledi [17]:
Γ
∂ni
∂t
= hbulki , Γsurf
∂ni
∂t
= hsurfi , (3.11)
kjer sta Γ in Γsurf konstanti numeri£ne relaksacije. Za£etna distribucija ni se rela-
ksira v stabilno re²itev, ko gre t → ∞. V ravnovesju gredo £asovni odvodi proti 0.
Zato je re²itev ena£b 3.11 tudi re²itev prvotnega problema. Z diskretizacijo £asovne
spremenljivke v ena£bi 3.11 in uvedbo eksplicitne iteracijske sheme dobimo:
ni(t+ ∆t) = ni(t) +
∆t
Γ
hbulki (t) (3.12)
in podobno za ena£bo za povr²ino. ∆t predstavlja £asovni interval med zaporednima
korakoma iteracije. V eni dimenziji je iteracijska shema stabilna, £e je
K∆t
Γ∆x2
≤ 1
2
[17].
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Poglavje 4
Rezultati
4.1 Numeri£en izra£un nematskega polja
Razvili smo metodo za numeri£en izra£un nematskega polja v geometriji nematske
celice, kot je prikazan na sliki 4.1. Nematik se nahaja med plo²£ama, ki sta razma-
knjeni za razdaljo d in nematiku vsiljujeta dolo£eno smer. Za sidranje uporabimo
potencial 2.12, kjer je n1 preferen£na smer na spodnji plo²£i, n2 pa na zgornji. Gre
za planarno geometrijo, direktor leºi v ravnini xz. Efektivno je to 1D primer, saj
se direktor spreminja le s koordinato z, n = (nx(z), nz(z)). Direktor bi lahko pa-
rametrizirali s polarnim kotom θ in azimutalnim ϕ in tako upo²tevali vez n2 = 1.
Uporabili bomo drugo moºnost, kjer obdrºimo kartezi£ne koordinate in na vsakem
koraku iteracije normiramo n.
Slika 4.1: Kota θ1 in θ2 ozna£ujeta smer sidranja. S £rtkano £rto je ozna£ena smer
direktorja na robovih vzorca. Slika je povzeta iz [6].
Rezultate primerjamo z re²itvijo:
θ˜(z) = θ˜1 +
z
d
(θ˜1 − θ˜2), (4.1)
kjer θ1 in θ2 dobimo z re²evanjem transcendentnih ena£b [18]:
2θ˜2 = arcsin((L1/L2) sin(2θ˜2)) + (d/L2) sin(2θ˜2) (4.2)
θ˜1 = (1/2) arcsin((L1/L2) sin(2θ˜2)). (4.3)
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Kot direktorja glede na normalo povr²ine se linearno spreminja z z. Vpeljali smo
de GennesKlemanove ekstrapolacijsko dolºino Li = K/Wi, s katero primerjamo
mo£ sidranja z elasti£nostjo nematika. Situaciji, kjer je Li velikostnega reda nekaj
dolºin molekule, pravimo mo£no sidranje: Wi ∼ (10−3 − 10−2) J/m2. Pri ²ibkem
sidranju so vrednosti Li od 0.1− 1 µm.
V prvem konkretnem primeru naj bo θ1 = 0 in θ2 = pi/2 (t.i. celica HAN -
hybrid aligned nematic cell) v celici debeline d = 3 µm. Celico razdelimo na 100
to£k. Sidranje naj bo mo£no: W1 = W2 = 10−2 J/m2, elasti£na konstanta pa
K = 5 · 10−12 N. Za za£etni pribliºek sem postavil konstanten θ(z) = pi/4. Z malce
posku²anja sem izbral Γ = 10−5 in Γsurf = 600. Rezultat po N = 50 000 iteracijah
je na slikah 4.2a in 4.2b . Opazimo linearno odvisnost θ(z), zaradi mo£nega sidranja
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0
π
4
π
2
z [μm]
θ
(a) Odvisnost kota θ med direktorjem in normalo
na povr²ino od z.
0
3
x
z[μm
]
(b) Polje direktorja v celici.
Slika 4.2: Rezultat re²evanja nematskega polja v hibridni nematski celici v reºimu
mo£nega sidranja na obeh povr²inah po N = 50 000 iteracijah.
pa je direktor na robovih poravnan s smerjo sidranja. Na sliki 4.3 je prikazana
absolutna vrednost razlike med θ(z) po kon£ani iteraciji in re²itvijo ena£be 4.1:
∆ = |θ(z) − θ˜(z)|. Kot dodaten test za stabilnost metode lahko na vsakem koraku
izra£unamo prosto energijo na enoto povr²ine (slika 4.4a). Prosta energija vseskozi
pada, posebej velik je upad v prvih nekaj korakih, po 30 000 korakih pa je razlika
med zaporednima £lenoma ºe manj kot 10−12 J/m2 (slika 4.4b).
Zgoraj opisani numeri£ni pristop z veliko natan£nostjo poi²£e minimum proste
energije in ustrezajo£ proﬁl nematskega polja. Zato bomo ta pristop uporabili tudi v
nadaljevanju, ko bomo konstruirali nove, prej neuporabljene funkcionale povr²inske
proste energije.
4.2 Formulacija proste energije nematsko-nematskega
sidranja
Do sedaj smo obravnavali situacije, kjer okolica nematika ni drug nematik. Zdaj pa
nas zanima, kako bi opisali sidranje med dvema nematikoma. Imamo nematik 1 in
nematik 2, ki sta zgrajena iz razli£nih molekul, imata v splo²nem razli£ne elasti£ne
konstante itd. Zopet bomo uporabili fenomenolo²ki pristop. Zgledovali se bomo po
potencialih, ki smo jih zapisali v poglavju 2.4.
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Slika 4.3: Razlika ∆ med re²itvama.
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(a) Hiter padec proste energije v prvih korakih iteracije.
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(b) Razlika med zaporednima £lenoma proste energije.
Slika 4.4: Spreminjanje proste energije po iteracijah ob izra£unu nematskega polja
v hibridni nematski celici.
Najprej uporabimo direktorsko sliko. Naj direktor prvega nematika n1 na stiku z
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drugim nematikom vsiljuje smer direktorju drugega nematika n2 in obratno. Lahko
zapi²emo:
fsurf = −1
2
W0(n1 · n2)2. (4.4)
V tem primeru je energijsko ugodno, da sta direktorja na povr²ini vzporedna: n1 ‖
n2. e pa je energijsko ugodneje, da sta direktorja pravokotna drug na drugega,
zapi²emo:
fsurf = +
1
2
W0(n1 · n2)2. (4.5)
V splo²nem pa ima lahko potencial minimum, ko je kot med njima poljuben. Naj
bo v minimumu n2 glede na n1 zasukan za polarni kot θ in azimutalni ϕ. To lahko
predstavimo z rotacijsko matriko R(−θ,−ϕ):
fsurf = −1
2
W0(n1 ·Rn2)2. (4.6)
Potencial ima minimum, ko je n1 vzporeden rotiranemu vektorju n2: n1 ‖ R(−θ,−ϕ)n2,
oziroma ko je n2 glede na n1 zasukan za (θ, ϕ).
Rotacijsko matriko R lahko zapi²emo kot produkt treh vrtenj okoli koordinatnih
osi. Recimo, da n2 kaºe v smeri (θ′, ϕ′), ºelimo pa ga usmeriti v (θ, ϕ). To doseºemo
s tremi vrtenji:
R = Rz(ϕ)Ry(θ − θ′)Rz(−ϕ′), (4.7)
kjer matrika Rz predstavlja vrtenje okoli osi z, Ry pa okoli osi y. Za vrtenje v
dvorazseºnem prostoru potrebujemo le eno matriko, ki vrti okoli koordinatnega iz-
hodi²£a.
Koordinatno neodvisen potencial, ki vsili relativni kot med n1 in n2 pa lahko
uvedemo druga£e, in sicer z uvedbo potenciala v ena£bi 4.8. Konstanta c v tako
konstruirani gostoti povr²inske proste energije efektivno dolo£a energijsko najbolj
preferiran relativni kot med direktorjema v mediju 1 in mediju 2. Konstanta W0 pa
dolo£a jakost te sklopitve.
fsurf = −1
2
W0((n1 · n2)2 − c)2 (4.8)
Kot moºno obliko povr²inskega sidranja pa lahko vklju£imo tudi sklopitev z
normalo povr²ine ν in sicer kot
fsurf = −1
2
W0(n1 · n2)2 − 1
2
W1(n1 · ν)2 − 1
2
W2(n2 · ν)2, (4.9)
kjer so W0, W1 inW2 konstante ki dolo£ajo jakost sklopitev. Tako konstruirana po-
vr²inska gostote proste energije omogo£a dolo£anje enegijske sklopitve tudi relativno
na kot s povr²ino, kar se lahko izkaºe za pomembno posebej v disperzijah z nizko
povr²insko napetostjo, ko so povr²ine lahko geometrijsko zelo kompleksne. Primer
je na sliki 4.5.
4.3 Numeri£no izra£unano nematsko polje z nematsko-
nematskim sidranjem
Z uporabo numeri£nega modeliranja, torej minimizacije proste energije v katero smo
vklju£ili nematsko-nematsko povr²insko sidranje, smo izra£unali nematsko polje v
28
4.3. Numeri£no izra£unano nematsko polje z nematsko-nematskim
sidranjem
Slika 4.5: Potencial povr²inskega sidranja 4.9 v efektivno 1D primeru, kjer smer
direktorjev opi²emo s kotoma φ1 in φ2. Pri izbranih vrednostih W0 = 0.1, W1 = 1
in W2 = −1 je sklopitev direktorjev z normalo pomembnej²a od sklopitve med
direktorjema. V tem primeru je ugodno, da je prvi direktor vzporeden, drugi pa
pravokoten na normalo.
ograjeni nematski plasti. Predpostavili smo, da nematska sloja enako debela in
imata enako elasti£no konstanto K. Oglejmo si rezultate za celico HAN debeline 2
µm pri potencialu med nematikoma fsurf = −1
2
W0(n1 · n2)2. Nematski direktor se
spreminja samo v eni ravnini, zato ga lahko zapi²emo kot n = (cos θ, sin θ). Rezultati
so prikazani na Sliki 4.6. Izra£un neposredno pokaºe, da kon£no nematsko-nematsko
sidranje povzro£i zamik oziroma skok kota direktorja med eno in drugo nematsko
plastjo.
Obna²anje na nematsko-nematski plasti je odvisno od dveh osrednjih materialnih
paramterov: jakosti sidranja in nematske elasti£ne konstante K. Na sliki 4.7 so za
ta primer prikazani koti med n1 in n2 (na meji) v odvisnosti od W0. Izra£un
nematskega proﬁla pokaºe, da se z ve£anjem W0 manj²a zamik med direktorjema,
saj jih potencial mo£neje sili v vzporedno lego. Za izbran W0 je za ve£ji K kot med
njima ve£ji, saj to pomeni manj²i prispevek k energiji zaradi elasti£ne deformacije.
Enak numeri£ni izra£un ponovimo ²e tako, da vzamemo ²e potencial fsurf =
−1
2
W0(n1 ·Rn2)2, kjer je R 2D rotacijska matrika:
R =
 cos θ0 sin θ0
− sin θ0 cos θ0
 . (4.10)
Rezultat pri K = 5 ·10−12 N,W1 = W2 = 10−4 J/m2 inW0 = 10−3 J/m2 in θ0 = pi/4
je prikazan na sliki 4.8.
Sedaj naj bo sidranje na obeh plo²£ah planarno, potencial med nematikoma
pa fsurf = +12W0(n1 · n2)2. Numeri£ni izra£un pokaºe, da tak potencial res sili
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Slika 4.6: K = 5 · 10−12 N, W1 = W2 = 10−3 J/m2. Jakost sidranje med nemati-
koma je W0 = 10−5 J/m2. Ker je sidranje med nematikoma ²ibko, je ugodneje, da
direktorja na meji nista poravnana, saj je na ta ra£un vzorec manj deformiran in
ima manj²o elasti£no energijo.
Slika 4.7: Graf v logaritemski skali prikazuje kote med n1 in n2 (na meji) v odvisnosti
od W0 za razli£ni konstanti K.
direktorja na meji v pravokotno lego (Slika 4.9).
4.4 Formulacija sidranja v tenzorski sliki
Opis povr²inskega sidranja v direktorski sliki lahko nadgradimo z opisom s tenzorjem
ureditvenega parametra. Preizkusili smo naslednji potencial:
fsurf =
1
2
W0(Q
1
ij −Q2ij)(Q1ij −Q2ij), (4.11)
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Slika 4.8: Potencial med nematikoma je mo£nej²i kot potencial na robovih vzorca
in vsiljuje kot na meji pi/4.
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(b) Direktorsko polje.
Slika 4.9: Planarno sidranje na obeh plo²£ah. K = 5·10−12 N,W1 = 10−3,W2 = 10−5
J/m2, W0 = 10−4 J/m2.
kjer sta Q1ij in Q
2
ij ureditvena tenzorja prvega in drugega nematika, W0 pa ozna£uje
jakost sklopitve. Tenzorski potencial lahko prepi²emo nazaj v direktorsko sliko, da
preverimo, kako deluje na direktor in na stopnjo reda. UporabimoQij = S/2(3ninj−
δij), kar ena£bo 4.11 prepi²e v
fsurf =
1
2
W0
3
2
(S21 + S
2
2 − S1S2(3(n1 · n2)− 1)). (4.12)
V celici HAN se pri velikih W0 se direktorja poravnata vzporedno, z manj²anjem
W0 pa se kot med njima pove£uje. Nematska stopnja reda S je pri tem konstanta v
celotnem vzorcu.
Nadaljnje delo v smeri konstruiranja nematsko-nematskega povr²inskega sidranja
bi bila vklju£itev se drugih tenzorskih invariant v sklopitev, kot na primer sled TrQ2,
in pa moºnih krajevnih odvodov tenzorja.
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Zaklju£ek
Fizika teko£ih kristalov je bogato in aktivno podro£je znanstvenih raziskav. Eden
izmed izzivov je sintetizirati nematsko-nematske disperzije in okarakterizirati njihovo
povr²insko sidranje.
V tem magistrskem delu smo razvili analiti£no formulacijo nematsko-nematskega
povr²inskega potenciala v direktorski sliki. V potencialu nastopa sklopitev med di-
rektorjema, lahko pa tudi sklopitev med direktorjema in normalo na povr²ino. Po-
tencial lahko vsiljuje razli£ne kote med direktorjema na meji: uporabili smo Rapini-
Papoularjev potencial in ga posplo²ili za poljuben kot. Simulirali smo obna²anje
slojev nematikov v nematskih celicah razli£nih debelin. Za razli£ne tipe in mo£i
potencialov smo izra£unali direktorsko polje in kot med direktorjema na meji med
nematikoma. V celici HAN se z manj²anjem jakosti sidranja ve£a kot med direktor-
jema na meji, saj ima vzorec na ta ra£un manj²o elasti£no energijo.
Za£eli smo tudi s postavitvijo tenzorskega opisa nematsko-nematskega sidranja
in konstruirali sklopitveno povr²insko prosto energijo.
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